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Développement :
Développement asymptotique a trois termes de la
série harmonique

ANALYSE & PROBABILITES

Référence : [ENS] FRANCINOU S., GIANELLA H., NICOLAS S., Ezercices de mathématiques - Orauz X-ENS - Analyse 1,
Cassini, 2007, pl145.
Pour les lecons :

- 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

- 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

- 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

- 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques.
Exemples.
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Pour n € N*, on note H,, = ZE Le but de ce développement est de trouver un développement asymptotique a deux
k=1

termes de (Hp)nen=.

Soit o > 1. Alors :
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PREUVE : Soient N >2,n>1, k€ [n+1;N] et t € [k;k+1]. La fonction t — o est décroissante sur [1; +oo[. Donc

1 <1< 1.
k1o St S ge

k+1
#g/ 1
k+1e S ), to Sk
N

1 N+L ¢
Eﬂ(kmag/n Loy L

+1 k= n+1

Par croissance de l'intégrale,

En sommant pour k € [n+ 1; N] :

En faisant tendre N vers +oo et en effectuant un décalage d’indice dans la premiére somme,

X1 1 +°°dt X1
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On a en outre, puisque o > 1 :

Ainsi :
(n+1)* Z (n+ 1)t~ N 1
a—1 \kn_HkQ\ a—1 (n+ 1)’
ie. : N
n+1\'""" _a-1 X 1 n+1\'"" 1
< — — < - -
( n ) = nl—a k:;lea = ( n ) + nl—a(n+1)a
Le théoreme des gendarmes permet de conclure. O

l Théoreme 2. Développement asymptotique a trois termes de la série harmonique. ]
J

Il existe une constante v € R telle que :

La constante -y est appelée constante d’EULER.

M2 Agrég. 1 Institut Fourier - 2023-2024



Louis DUCONGE Développement : Développement asymptotique a 3 termes de la série harmonique

1
PREUVE : Pour n € N*, on pose u, = H, — In(n) et v, = un — —.
n

% ETAPE 1 : Montrons que (Un)nen+ et (vn)nen+ sont adjacentes. Soit n € N*. On a :

1
Ungl — Un = n+1—ln(n+1)+ln(n)

_ 1 'l n
T on+1 n+1

1 1
= In{l——].
n+1+n< n+1)

Ve>—-1 In(l1+z)<=z.

Or, on a l'inégalité de concavité suivante :

Donc :
< 1 1
U —u — =
n+1 n n+1 1’L+ 1

Donc (un)nen* est décroissante. On a de méme :

1 1 1 1

vn+1—vn:f—ln(1+7) > ———=0,
n n n o on
. 1

et donc (vn)nen+ est croissante. Enfin, up, — v, = = — 0.

n n—+oco

’Donc (un)nen= et (vn)nen+ sont adjacentes. ‘

x ETAPE 2 : Développement asymptotique a trois termes de la série harmonique.
D’apres le théoréme des suites adjacentes, (un)nen €t (Un)nen= convergent vers une méme limite v € R. Donc :

H, = In(n)+vy+o(1).
n—-+oo

Soit n € N*. Posons t,, = u,, — . Cherchons un développement asymptotique de ¢, en +oo. Pour cela, calculons, pour
n>=2:

th —tn—1 = Un — Un—1
1 1
= —+1In (1 — 7>
n n
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notoo M n  2n? n?

_ 1 n 1
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La série Z o2 est une série & termes de signe constants convergente (série de RIEMANN, 2 > 1). D’apres le théoréme
n

neN*
de sommation des relations de comparaisons, E (tn — tn—1) converge et :

n>2
—+o0
—tn = Z (te — tr—1)
k=n+1
ol
n—>_+oo 2 k2 ¢ n
k=n+1

PR . 1
d’apres le lemme, pour a = 2. Par conséquent, u, = v+ -—+o|— ), et:
n—-+oo

ce qui acheve la preuve. |

Remarques 3. ]
J

1 R -
[1] On pourrait aller plus loin en posant wy, = tn — o (et faire la méme chose, en utilisant le lemme), et on
— n

n2
n
[2] On ne sait pas grand chose sur la constante -, notamment si elle est rationnelle ou non.

tr rait H, = In(n)+ —l—i—i—i- L
ouverait que no= n) + -y o " 1om2 o .
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